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1. INTRODUZIONE 

Consideriamo l'inclusione differenziale 

(1) k(t) e E(t,x(t)) , 0stes Ki 

con 

(2) ([0,11 x RNA 3 (t,x) + E(t;x) # 9 compatto in R" 

eg CRxR" aperto tale che, per ogni t € [0,1], esiste x € R" per cui 
si ha (t,x) € 9. Indichiamo con TE l'insieme delle traiettorie x:[0,1] + R 
(assolutamente continue e verificanti (1) q.d.) e con Ap() L'insieme nag 
giungibile all'istante t = 1, ossia 

ALC) = {x(1)|x € Tp» x(0) = x} 

Ci proponiamo di esporre alcuni risultati di F.A. Clarke relativi alla 
ottimizzazione delle soluzioni della inclusione (1). Tali risultati sono 
espressi in termini della funzione Hamiltoniana 

< 
: n H (([0,1]xR)ma) x R 3 (t,x,p) + max<u,pdu € E(t,x)} 

Abbiamo indicato con <U,p> il prodotto scalare abituale in R". Tali ri- 
sultati si confrontano col "principio di massimo di Pontryagin" (cfr. 
[1] e n. 5). 

In tutto il seguito le ipotesi minime sulla m-funzione E, 01 
tre alla (2), saranno le seguenti (B = {x € R"||x| Ss 1} 
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(3) E(-,x) è misurabile 

(4) Elt.x) CECty) + kit) ]iyl 8, =Gskel 

(5) E(t,x) Ch(t) B,  0sbell. 

Nel caso in cui 

E(t,x) = f(t,x,U) = {f(t,x,u)|u € U} 

tali condizioni sono soddisfatte se 

[0,1] x Ax U3(t,x,u) + f(t,x,u) € R" 

If(t,x,u)- f(t,y,u)| sk(t) |xey] > 0ske L 

‘ e f è t-misurabile e u-continua, R">9a aperto, R"> UU compatto. Per la 

verifica si veda [1]. 

Un risultato tipico fra quelli che ci proponiamo di esporre è 

i] seguente 

Teorema 1. Supponiamo che E verifichi le condizioni (2)-(5), 

che R° > C chiuso e che 

g: R" + R" 

sia localmente lipschitziana. Se z € TE verifica le condizioni 

z(0) € C, g(z(1)) E frontiera di glA;(0)] î 
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allora esistono p: [0,1] + R” assolutamente continua e v € R" tali che 

(6) (-b(t), Z(t)) e aH(t,z(t),p(t)) q.d. 

(7) p(0) € N(C;z(0)) 

(8) p(1) E ag*(z(1))v, lv] =1 4 

Abbiamo indicato con 9dH(99) il gradiente generalizzato di H ri 

spetto alle variabili (x,p) (la matrice jacobiana generalizzata di g) e 

con N(C;x) il cono normale secondo Clarke [3], [2% 

Ci proponiamo di indicare le tappe fondamentali della dimostra 

zione, seguendo [2], dopo avere richiamato definizione e alcune "regole 

di calcolo" del gradiente generalizzato e, successivamente, alcuni risul 

tati dal calcolo delle variazioni e dalla teoria delle inclusioni diffe- 

renziali sui quali si fonda la dimostrazione. Vedremo infine come si pos- 

sano ottenere dal Teorema 1 condizioni necessarie per il problema 

1 
min{g(x(1)) + [ L(t,x(t),kK(t))dt|x € Tpax(0) SS DA 4 

o 

x(1) € C,} 

2. CALCOLO DIFFERENZIALE DI CLARKE 

Si definisce matrice jacobiana generalizzata (gradiente gene- 

ratizzato se m = 1) della funzione 

g 
Raga 
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Localmente Lipschitziana in x e 2 aperto 

9g(x) = <{ lim Dg(x.)|x. + xb 
; J J 
J + 0 

dove <A> indica l'involucro convesso dell'insieme A e Dg(x) = 1à9;/9x;l 

indica la usuale matrice jacobiana di g = (9,300+>9n)- 

Si definisce cono normale in x € C chiuso 

vi 

si i K.-X. 
N(C;x) = co({0} U { lim LL |c XK Xi 

Jas hl 3 

c3 x; = punto di minima distanza di x; da C}) 

dove co(A) = cono convesso chiuso generato da A. 

Per g a valori reali si definisce la derivata generalizzata 

nella direzione h 

g(x' + sh) - g(x') 
g°(x;h) = limsup - 

x'>x 

s>0+ 

Clarke ha introdotto in [3] gradiente generalizzato e cono nor 

male. La matrice jacobiana generalizzata è stata deinita successivamente 

in [1], (21. 

Ricordiamo le séguenti proprietà del gradiente generalizzato 

(g a valori reali): 

i) ag(x) = fue R"|YheR": <u,hd < 9%x;h)} ; 

ii) h> g°%(x;h) è lipschitziana e sub-lineare; 

iii) ag(x) # 9 convesso e compatto e la m-funzione x + dg(x) è u.s.c., 
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ossia 

; E 99(x-) , (x.,u.) + (x,u)= ue ag(x); u; g(x;) ( ; ;) (x,U) g( 

iv) 9° (x;h) = max{<u,h>|u € 29(x)} e la funzione (x,h) + 9° (x;h) è U.S.C.; 

(o) (o) 
v) (-9) (x;h) = g (x;-h), 2(-9)(x) = -ag(x); 

vi) x = punto di minimo o massimo locale per g>0 € 9g(x); 

vii) se g è convessa, 9g coincide col sub-differenziale usuale; 

viii) ag(x) = {u} se e solo se 

lim f(x' + h) - f(x') - <u,h> 

x'+x IlhnIl 
h+0 

e dg è a un sol valore su 2 se e solo se ge c'(a) e in tal caso 

dg(x) = {Vg(x)}; 

ix) (valor medio) se 2 contiene il segmento [x,y], esiste z interno al 

segmento tale che 

g(y) - g(x) E <y-x, dg(z)> ; 

k k 
x) 002, GI 99. (x) ; Poweta i=f 

xi) 9( max 9;) (x) e< UU 99. (x)> 
1sisk ieI(x) 

dove I(x) indica l'insieme degli indici i per i quali viene assunto 

il massimo; 
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xii) se Q = 9, x d,» l'affermazione 

(u,v) € dg(x,y) + v E a,9(xy) 

è vera se g(x,°) è convessa, oppure se esiste va in 9 ed è conti 

nuo in (x,y). 

Un esempio di funzione g per cui non è vera l'affermazione xii) è dato 

da 

NL se (0,0) # (x,y) € RÈ 
x 4 y 

per la quale si verifica che 

3g(0,0) = B = {xy + y° sia 

a g(0,0) = {0}. vo ) 

Posto per l'insieme GC R" 

p(x3C) = inf{|x-y||ye C} 

O0sex EC 
e ali 

6(x;C) = 
do se xÈC 

per il cono normale valgono le seguenti affermazioni 

i) N(C;x) = LU tt 2p(x;C) = 980x;C); 
t20 
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ii) N(C x D;(x,y)) C N(C;x) x N(D;y); 

iii) se C = convesso, oppure C = varietà di classe cl. allora N(C;x) ha 

il significato usuale; 

iv) se C = epi g = {(x,t) E Q x R[t 2 g(x)} con g M-lipschitziana, allo 

ra 

(u,v) € N(epi g;(x,g(x))> 0 < |u] < M(-v), 

u E Ig(x) (u,-1) € N(epi g;(x,g(x))). 

Mediante quest'ultima: formula Clarke [4] ha esteso la definizione di gra- 
diente generalizzato alle funzioni g a valori reali inferiormente semicon 
Xinue, ossia con epi g = chiuso. 

Le dimostrazioni delle affermazioni precedenti si possono tro- 

vare in [3], [5], dove si trovano anche ulteriori proprietà importanti del 

gradiente generalizzato. 

3. RISULTATI PRELIMINARI 

Clarke ha applicato il suo "calcolo differenziale generalizza- 
to" al problema di Bolza del calcolo delle variazioni e ha ottenuto, fra 
l'altro, versioni "generalizzate" delle equazioni di Eulero-Lagrange, par 
tendo da equazioni dello stesso tipo note per il caso convesso. Qui ricor 
diamo alcuni dei suoi risultati, che formalizziamo nel Teorema A, sui qua 
li si basa la dimostrazione del Teorema 1. 

Consideriamo le funzioni 
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1:R'xR"+]-0, 40] 

L:10,1] xR'xR"+]-0, 40] 

z: [0,1] +R" 

sulle quali facciamo le ipotesi seguenti: 

- 1 eLl(t,-,-) sono inferiormente semicontinue; 

- la multifunzione 

[0,11 x R">(t,x) + epi L(t,x,°) = {(u,r) € Rx Rjr = L(t,x,u)} 

è t-misurabile; 

- z risolve il problema, per qualche 6 > 0, 

1 

(9) min{1(x(0),x(1)) + [ L(t,x(t),k(t))dt|x assol. continua, 

(o) 

|x(t)-z(t)|< Ss per 0 st s 1} 

e rende finiti sia 1(z(0),z(1)) che l'integrale corrispondente [si 

conviene che sia -© +0 = 40]; 

- la multifunzione (t,x) + epi L(t,x,°) verifica la condizione di lip- 

schitzianità 

epi L(t,x, 3°) Cc epi L(t,x,5°) + k(t)]x,2x%pl per lx; -2(t)] Sé 

essendo 0 < k € he 

Diremo, con Clarke [4], [2], ..., che il problema (9) è "calmo" 

in z per t = 1 se, posto 
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1 
9;(5) = inf{1(x(0),x(1)+s) + [ L(t,x,X)dt|x assol. continua, 

Jo 

x(t) - z(t)| sSper0sts 1} x 

risulta 

® .(s) - 9;(0) 
(10) liminf dD- 0, 

s>0 Isl 

Una condizione sufficiente per la (10) è che sia 

(11) 10%) = 100) + 0%) 

con l finita e lipschitziana in un intorno di (z(0),z(1)) (cfr. [4], 
Proposizione 1). 

Indichiamo con L(t,x,*) la convessificazione di L(t,x,°), 0s- 
sia la massima minorante convessa di L(t,x,°). 

Teorema A. Se valgono le ipotesi precedenti e se il problema 

(9) è calmo si ha 

L(t,z(t),z(t)) = L(t,z(t),z(t)) q.d. 

e z risolve il problema (9) con L al posto di L, eventualmente con $ più 
piccolo. Inoltre esiste p:10,1] > R" assolutamente continua tale che 

(lt) ,p(t)) EaL(t,z(t),z(t)) q.d. 

(p(0),-p(1))E 321(z(0),z(1)). 

Qui aL indica il gradiente generalizzato, rispetto a (x,u), per funzioni 
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inferiormente semicontinue. 

Questo è il contenuto dei Teoremi 1 e 2 di [4]. In [4] si tro- 

vano altre condizioni sufficienti per la condizione (10). 

Un altro risultato essenziale -per il seguito è il seguente "prin 

cipio variazionale" di Ekeland [6]. 

Teorema B. Sia (X,d) uno spazio metrico completo sul quale è 

data la funzione 

f:X+]-0, +0] 

inferiormente semicontinua. Se e > 0 e x Sono tali che 

#00) - es f(x), VxeEX, 

allora, per ogni n > 0, esiste x, e X che verifica le condizioni 
1 

d(x 3%) Sn 

€ 
£(x,) < f(x) + ” d(x,x,)» Vx# LI 

FR 
f(x,) (o) 

Per le inclusioni differenziali (1) vale la seguente variante 

di un noto teorema di Filippov [7]. 

Teorema C. Supponiamo che E verifichi le condizioni (2)-(5). 

Esiste una costante K > 0 tale che, per ogni x: [0,1] + R" assolutamente 

continua verificante le condizioni 
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{(t,y) €10,11 x R°"[|y-x(t)| se}ca 

1 € 
[ p(k(t);E(t,x(t)))dt < È 

(0) 

per un e > 0, esiste X ET. tale che x(0) = x(0) e inoltre E 

Ma 1 % 1 
max |x(t)-x(t)] »| |x - &[dt s K ] p(k(t);E(t,x(t)))dt 

Ostsi (o) o 

Per la dimostrazione, oltre a [7], si può vedere [8]. 

Per le inclusioni differenziali a valori convessi si ha il se 

guente 

Teorema D. Sia C C [0,1] x R" chiuso tale che € n (tt: x R") #9 

per 0 sts1e sia 

C 3 (t,x) + F(t,x) # 9 convesso chiuso CR" 

una m-funzione t-misurabile e con il grafico di F(t,-) chiuso per ogni 

t. Supponiamo che le funzioni xo Zyi [0,1] + R" e 6, [0,1] + R verifi- 

chino le condizioni 

- XK è assolutamente continua per k = 1, (AMBER: 

- x(t) € F(t,x,(t) + z,(t)) + sxlt) Bi Qqud,z 

- px, (to) Sm<Ko; 

LD kx è debolmente relativamente compatta; 
—_—». 

- z,(t) k+o 0 9d5 

- 0 d,(t) ka 0 9.4. 

Allora esiste una sottosuccessione di k + XK che converge uniformemente 

alla funzione x: [0,1] + R" assolutamente continua tale che 
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k(t) € F(t,x(t)) q.d. 

e la sottosuccessione converge a X rispetto alla topologia debole in- 

dotta su L da L° 

Osservazione. Affinché la successione k + kK sia debolmente re- 

lativamente compatta in i è sufficiente che sia soddisfatta una delle 

condizioni seguenti 

a) [Xx (8) <sclt) q.d., 0sScEL 

1 

b) [ [kx (t) - y(t)|dt pre 0, yEL 

Per la dimostrazione si veda [8], [9], [1]. 

Consideriamo la m-funzione 

R'>oad3x+ E(x) # 9 compatto convesso C R" 

verificante le condizioni 

E(x) CE(y) + k|x-y| > 0 < k = costante 

N(E(x);u) = {tv|t 2 0}, 

ossia il cono normale è costituito da una semiretta in ogni punto u della 

frontiera di E(x). Poniamo 

p(u;sE(x)), p(x,u) 

h(x,p) = max{<p,u>|u E E(x)}. 
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Si ha il seguente 

Teorema E. Sotto le condizioni precedenti si ha 

h(x,p) = max{<p,u> - M p(x,u)]u eR"}, vM> Ip] 

(q.p) € 2[M p(x,u)]= (-q,u) € ah(x,p) + p(x,u) B. 

Osservazione. La condizione sul cono normale è soddisfatta dal- 

l'insieme E(x) + r B per ogni r > 0, se E(x) è convesso chiuso # @. 

Per la dimostrazione si veda [9] e [2]. 

Sia E dato da (2). Poniamo 

p(t,x,y) = p(ysElt,x)). 

E' noto che la condizione (3) è equivalente alla misurabilità di p(-,x,y) 
per ogni y € R". Dalla (4) segue 

Ip(t,x,y) - p(t,x'.y')| Ss K(t)]x-x'] + Iy-y'] 

e di qui si ottiene 

+ p°(t,x,y30,8) sk(t)]a] + |B] 

e ancora 

lu] < K(t) 

lvl 

Per la funzione Hamiltoniana si ha invece, sotto le ipotesi (2), (4), (5) 

(12) (u,v) E dp(t,x,y) > 
A _ 

H(t,x,p) - H(t,x',p') < k(t)|p'T]x-x'| + b(t)|p-p'] 
edi qui segue 
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HO (t,x,psh,k) < K(t)[p|[h] + b(t)]k] 

e ancora 

IA lu] 

Iv 

k(t) [pl] 
(13) (u,v) € dH(t,x,p) > 

IA b(t) . 

4, DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 1 

Ora passiamo a indicare le tappe principali della dimostrazione 

del Teorema 1, seguendo Clarke [2]. 

Sia S > 0 tale che l'insieme 

T(2,6) ser {x: [0,1] + R"|x assol. continua, 

|x(t) - z(t)| < Ss per0Osts 11] 

sia contenuto in 2 N(([0,1] x R") e sia 

Xs = {x E Tplx(0) E C, x E T(z,58)} 

con la distanza da 

1 

d(x,y) = |x(0) - y(o)| | |k-y|dt 
lo) 

Si dimostra che X; , d) è completo. 

cioe. e > 0 e successivamente cer" verificante le condizio 

ni 

|a - g(z(1))| <e 
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F(x) EL Iz - g(x(1))] > O, Vx EX; 

Questo è possibile per il fatto che abbiamo supposto g(z(1)) € frontiera 

di g(4(C)). Dallalipschitzianità di g segue la lipschitzianità di F su 

Xs * F soddisfa la condizione 

F(z) -ESOSF (x), EX, 

e questo ci permette di applicare il Teorema B, conn=xE, per ottene- 

re una funzione z,€ x tale che 

d(z,z,) SvVE: 

F(z2,) s F(x) +Ve d(z,,x), Yx € x; 

Di qui segue che Z, risolve il problema 

1 
(i) min{F(x) +ve ([x(0)-z,(0)| :f k-2,1)] x E TE » x(0)EC, 

0 

(SI x ET (z,» 6,)} 

per 3 > 0 abbastanza piccolo (se e è abbastanza piccolo). A questo pro- 

blema si può applicare il Teorema A con 

Txy) = 1, (0 +10), 
si AE x - 2,(0)| se xe C 

pi 
+ 00 se x € C 
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Velu-z, (t)| se uEE(t,x), lxez, (t)]s 6, 

L(t.,x,u) Ss, 
4°. altrimenti 

e se ne deduce che z, risolve anche il problema rilassato 

1 
(ii) min {1,(x(0)) + 1,6x(1)) + L(t,x,k)dt| x assolutamente continua, 

0 
“ 

x(t) - z,(t)] s $,} 

Ora si può verificare che si ha 

A 

L'(t,x,U) = +0 se UE<E (t,x) > 

A 

L(t,x,u) UAN 2 k(t)|x-z, (t)] +ve lu-2, (t)| se ue< E (t,x) > 

e di qui segue che z, risolve anche il problema 
1 

1 
(iii) min {F(x) +Ve d (x,z2,) + 2vel  k|x-z,|dt| x ET, , 

1 A 1 <E> 

x(0)eC, |x(t) - z, (t)| < 8}, 0<S 8 “da 

Poniamo 

p(t,x,u) = p(us<E (t,x)>) 

Allora la funzione p(t,-,°) è lipschitziana e si ha 

1 

Lg ** [ p(t,x(t), X(t)) dt = 0 

0 
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Proviamo che esiste una costante m > 0 tale che zZ, risolve il problema 

1 di 
(iv) min{F(x) +ve ‘d(x,2,) + | k[x-z, [dt + n p(t,x,k)dt| 

i A 0 0 

x assol. continua, x(0)EC, Ix(t)-2,(t)] £ 8,3 

In caso contrario esiste per ogni naturale m una funzione 

x € T(z,» 65) tale che 

1 1 
F(X) +VeE d(x>2,) + 2ve caz, | p tax) < F(2,) 

Allora si ha, se M è Ja costante di Lipschitz per g, 

1 l i 
m ; Pltax a) < F(z,) = F(X) s M|z,(1) -x(MI » 6,M 

Pertanto si può applicare il Teorema C per ogni m > MK e ottenere tera 
tale che x (0) = x7(0) E Ce 

o Pi 1 
v DV) ‘max MORETOE I RRERETIRIOE 

ost<i m m m N mm 

7 v ; 
Siccome Xn è una traiettoria per <E>, si ha 

Pilar Rialzato 1) $ Xn) +ve Xn:2) + di Da zl 

Da questa e dalle maggiorazioni precedenti segue 

1 i 

"| Pt tn) < [F(X.) - F(X)! +ve [d(X +2,) - dx :2)1+ 

1 
+2ve[ k_I]X -2.|-|x-z,]] 

Jo moi m 1 



Ora si ha 

1 

F(X) - F(X) s Mjx (1) - (01 NI pitt) 
0 
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Le 1 
n v È |, È 

d(xn:7,) - d(x_»7,) S d(X_ n) | i [ p(tax at) 

1 1° 
UU 

feet - ail s[ E 
0 m 

4 1 i) 1 

<smax  |x () 201 f csfk. folto sk) 
ostsi " sit 0 Ros 

e quindi si ottiene, con una costante M,> 0, 

1 1 

"| p(tx tn) < "rJ ptt ) .,m> MK 

e questo è assurdo. 

Regolarizziamo ancora la nostra multi-funzione. 

Per questo poniamo, con r > 0, 

E (t,x) = {ue R']p(u; <E(t,x)>) sr} 

p_(t3%,u) = p(u; E _(t,x)) 

Allora riesce 

p(tx,u) s p_(t,x,u) + r 

e quindi 

1 S 

i 

F(2,) - mr S F(x) +Ve d(x,z,) + 2ve | kjx-z,|dt + 
0 

1 

+ "| P,. (t,x.,k)dt = F, 6%) 
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per ogni xE T (2,389) tale che x(0) EC. Si ha F,(2,) = F(2,) e questo 

ci permette di applicare nuovamente il Teorema B allo spazio 

X= {x E T(2,:6,)|x(0) E C} 

con la stessa distanza considerata priina e F, al posto di F. Pertanto e- 
1 

siste z, € X tale che 

d(2,,2,) Smvr IA 

F,(2p) < F,(x) +Vr d (x32,), YVxe X 

Quindi, ancora una volta, zo risolve il problema. 

(v) mintF, (x) +Vr d (x,z,) | x assolutamente continua, x(0) € C, 

x(t) - z, (t)] s8,} 

per 63 > 0 abbastanza piccolo (se r > 0 è abbastanza piccolo). 

Ora possiamo applicare nuovamente il Teorema A con 

(x,y) = 10%) È ly), 

ii _ x — I Ko (140 +Ve)p(x(0);C) +Ve]x-z,(0)|Me]x-2,(0)|, 

1,0) = Iz-9(y)|, 

Lffx.y) = mo, (t,x,u) +Vlu-2,(t)|M]u-2,(t)| + 

+ 206 k(t)|x-2z,(t)] per |x-z,(t)| s 63» 
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Allora esiste p: [0,1]+ R" assolutamente continua che verifica le condi- 

zioni 

(b(t), p(t) Ea L (t,z,(t), z(t)) q.d. 

p(0) €31, (2,(0)) 

-p(1) € 21,(2,(1)) 

Osserviamo che le funzioni lj e L sono lipschitziane e quindi i loro gra- 

dienti sono del tipo indicato nel n. 2. Per È, si ha (K; = costante) 

p(0) = a + + 0, 

con a, € K, 30 (2,(0); C), Jay] sVE K,» lap | Vr K, 

Per l si ha, poiché 1g(z,(1)) -c|>0, 

g(z,(1))-c -p(1) € ag° (2,(1)) TEA 

dove si è posto (A° = trasposta di A) 

39"(y) u = cala € ag(y)} 

Per L si ha 

(b.p) = (En) + (E) + (Eno) + (E3,n3) 

con E, = 0 e Inl <ve, E,=0e Inp| <Svr Dy * 0 
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e E.] s 2ve k(t). Inoltre si ha 

(E,n) Ea mo, (t;z,(t), z(t)) 

Consideriamo ora la hamiltoniana relativa a E, 

H(t,x,p) = maxT<p,u)|uSE (t,x)} 

Per questa si possono provare le seguenti affermazioni (cfr. [2], [9], e 

Teorema E) 

- Hy(t,1,p) = max{<p,u> - Mp_(t,x,u)|ueR"} sVM= |p| 

- (q,p) € amo (t.,x,u) >(-q,u)e aH (t,x,p) + p,(tax3U) B 

= H(t,x,p) = H(t,x,p) + ripl 

- 9 H(t,x,p) CaH(t,x,p) + rB 

Ne segue che si ha per (&,n)€ amp (t,z,(t), z(t)) 

(-£,2,(1)) € aH(t,z,(t),n) + [r + prlt>z5(t), 2,(t) 1B 

Si ha poi 

(-b,z,) E 9 H(t;z,,p-(n, imp) +[r+2 ve K(t) + p(t,2,,2,)] B 

Sia p che Z, dipendono da e e r, così come r, e No. Proviamo che si possa 
no prendere due successioni EL? 0, L'ad 0 che permettono di applicare il 
Teorema D. Cominciamo a supporre 0 < e,r £ 1. Se M è la costante di Lip- 



scitz di g, dalla condizione ottenuta sopra per p(1) segue 

|p(1)| s M 

mentre dalla (12) e da (ò,p) € dL(t52,:2,) segue 

|b(t)] < (m+2) k (t) q.d. 

Per quanto riguarda zo» si ha invece 

1 

|2,(t) - 2(t)] s |2,(0) -2(0)]| / [2-2] = d(2,,2) 

e di qui segue 

e possiamo prendere una successione (USE e) tale che riesca anche 

++ o z(t) q.d. 
z(t) k + c0 

Si ha poi 

XII-22. 

E i ; uve 
pr(t329:29) p(t,2,,2,) $ p(t,2,2,) + k(t)|z,-z| s 

<p (t,2,2,) + K(t) Imvr +vEe] 

ed è 

Vr Ve 
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p(t,z,Z,) bre” p(t,z,Z) = 0 gq.d. 

Si ha infine 

saga eve Frs I 

Pertanto possiamo applicare i] Teorema D, tenendo conto dell'Osservazio 

ne che lo segue, alla multifunzione 

-I 0 
n 

0 I, 
F(t.X,p} = dH(t,x,p), 

i 7 dh : 
con I, = matrice-unità in R_, e ottenere una funzione q assolutamente con 

tinua (limite di p) tale che 

(-Q,z) € 3H (t,z,g) 

* 

-9(1)c ag(z2(1))v , |v|]=1 

ql0) € K, 30 (z(0); C) 

e questo conclude la dimostrazione. 

Osservazione. La funzione H(t,x,°) è convessa e quindi da 

(-p, 2) EaH(t,z,p) segue toa, H(t,z,p) e questo coincide col sub-diffe- 

renziale noto dall'analisi convessa ed ha come conseguenza 

z(t) e< E(t,z(t)) >, p(t) EN(KE(t,z(td;z(t)) 

Pertanto deve essere Z(t) E frontiera di <E(t,z(t))> ogni volta che 

p(t) #0. 
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Dalla condizione (-),2) € 9H(t,z,p) segue (cfr (13)) 

Ib(t)] < k(t)|p(t)] 

e di qui segue p(t] = 0 se p(t,) = 0 per qualche to 10311. 

5. ALTRI RISULTATI 

Consideriamo ora il problema 

(14) min{g(x(1))| x € Te» x(0) € Cc x(1) € c,} 

con A e C, chiusi in R". Per questo si ha il 

Teorema 2. Se g è localmente lipschitziana e z è una "solu- 

zione locale" del problema considerato, ossia rispetto agli x € TE veri- 

ficanti la condizione |x(t) - z(t)| <$ Ss per 0 st < 1, allora esistono 

X€0,1} e p: [0,1] + R" assolutamente continua tali che 

(-p(t), z(t)) e aH(t,z(t), p(t)) q.d. 

p(0) e N (6,; 2(0)) 

-p(1) €X9 g(z(1)) + N (C,52(1)) 

X + |p(t)| > 0 per ogni t 

Osservazione. Il caso A = 1 si verifica certamente se z(1) è 

punto interno a C,> poiché in tal caso riesce N(C,32(1) = {0}. Si dimo- 
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stra (cfr. [10]) che si può prendere A = 1 ogni volta che i1 problema è 

"calmo", poiché z risolve il problema ottenuto sostituendo, in quello da 

to sopra, C, con R" e g(z(1)) con g(z(1) +mop (z(1); Cc)» con m > 0 op 

portuno. 

Per dimostrare il Teorema 2 poniamo 

xjoxg) E RR" x R x = (x 3%92%3 

- n n 
C = {x|x,€ Cog ER EC 2 g(x,)} = CR xC 2 gg ia 1 

E(t,x) = {(u,u,0,0,0)|u € E(x,)} 

z(t) = (z(t), z(t), z(1), z(1), g (z(1))) 

g(x) = (K53X32%» xy7%5> xx, ) 

Si ha 

a Ce N pe — —_ _ Il (g(z(1)), 0, 0, 0) 

Verifichiamo che, se x € Te (C) è tale che 

g(x(1)) = (x5(1), 0,0,0), 

allora deve essere x5(1) 2 g(z(1)). Di qui segue che g(2(1)) e frontiera 
di 94 (C)). 

Si ha per x come sopra 
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kK=0=k%,=k x EE(t,x,); ko = %33 4 5 
1 

x (0) e Co x,(0) e 0,» x5(0) > g (x,(0)) 

e quindi 

x, e T_ (C_), x,(1) = x,(1) = x3(0) eC 
Ù E. 0 1 1 

g(x,(1)) 2 9(2(1)) 

x5(1) = x£(0) = 9(x(0)) = g0x(1)) = g(x,(1)) 2 9((1)) 

Ora applichiamo il Teorema 1 e otteniamo p: [0,1] + (g")? x R assolutamen 

te continua e v € Rx(R")3 tali che 

p(0) E N (C; z(0)) 

(1) 99°) v 31 

con 

H(t,x,p) = H(t,x, »Pj*P7) 

Ne segue 

(-d,» z,) iS; oH(t,2, Py#P7) 
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Si ha poi 

p(0) = (p,(0), p_(0), p3(0),py(0),p(0)) € 

EN(C32(0))x {0} x N(C,32(1))x Ropîa (z(1), g(z(1))) 

e quindi 

TIA ct IA sù 0 = p,(0) = po(t) per 0 

(-b, 229) E 9 H(t,z, Py) 

pj(0) e N (c,32(0)) 

Occupiamoci ora di p(1). Si ha, se g = (9,3--+:95), 

0 

la9,/0xJ =|-1 0 
(<») ' —_ 

oo - o Oo +-+ Do [© i i BS 

n Dro n3 e quindi, se v = (vj Va» V3> Vy) ER x(R) 

P(1) = (p,(1), pa(1), p3(1), py(1), p5(1)) = 

= (vp-Vy: V3tV4: Vg» Va: V) 

Ne segue 
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I 
ne) 

di 
=> _ —_ Il < + < 

vg © Ya 3 Po(1) = py(0) = 0 

U # p3(1) = p3(0) € N (c,; z(1) 

Va = Pyl1) = py(0) 

VW” pg(1) = pg(0) 

(v33v]) = (py(0)» pg(0)) € Nopig (z(1), g(z(1))) 

Da quest'ultima condizione segue 

< vs Ivg] sM Iv 

se M è la costante di Lipschitz per g. 

Se Vi = 0, allora V35 0= Va e quindi 

-p,(1) = v, EN (C,32(1)), v2=0 

poiché 1 = |v| = ZIE Dunque sono soddisfatte tutte le condizioni richie- 

ste con p = P, € i = 0. i 

Se V, va la funzione TT p soddisfa tutte le condizioni pre 

cedenti valide per p e quindi si può supporre WU = -1. Allora si ha 

(va, -1) € Nopig (z(1), g(z(1))) 

e quindi 

va € 99 (z(1)) 
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Ne segue 

: = € ; z(| p,(1) Va + v3€ 99(z(1)) + N (C,; z(1)) 

e quindi che sono soddisfatte le condizioni volute da p = RU p, e di = 1. 
1 

Osservazione. Per il problema (14) esiste una soluzione z se 
si aggiungono le ipotesi seguenti: 

- A è compatto in R" È 

- E (t,x) è convesso, 

- esiste qualche x € TE per cui x(0)€ % » X(1) e > 
a quelle del Teorema 2. Questo segue dal Coniflari 2 di [9]. 

Consideriamo il problema 

1 
(15) min{g(x(1)) + L(t,x,k)dt|x € US x(0) € Co: x(1) € c,} ‘0 

dove o e C, sono chiusi, E continua a soddisfare le condizioni (2)-(5) e 

(([0,1] xR)na) xp R 

e t-misurabile e verifica la condizione 

Leto) + L(t,x',u')] < K(t) bu) = (x'-u')| 

per u E E (t,x), u'€ E (t,x'). La relativa HamLtoniana è definita da 

H(t,x,p) = max {<p,v> - L(t,x,v)] v EE (t,x)} 

Teorema 3. Se sono soddisfatte le condizioni precedenti e se il problema (15) è "calmo", per ogni sua soluzione locale z, esiste 
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p:(0,1]1 > R" assolutamente continua tale che 

(-b(t), Z(t) cd H(t,z(t), p(t)) q.d. 

p(0) EN (C_32(0)) 

-p(1) € d g (2(1)) + N(C,32(1)) 

Indichiamo con x = (x) i punti di Rx Re poniamo 

E(t,x) = {(E(t,x,u), u)]u EE (t,x)} 

t 

x(t) E 0] L(s,x,k) ds, x(t)) 

(o) 

(e) I {0} x € 

(e) " 1 Rx C, 

g (x) = x + 9%) 

Allora z è soluzione locale del problema 

min{g(x(1))|x € mw. x(i) € c, per i = 0,1} 

che & "calmo" e soddisfa tutte le ipotesi del Teorema 2. Si ha poi 

H(t,x,p) = maxfp_L(t,x,u) + <p,u>| u€ E(t,x)} 

Per il Teorema 2, esiste p: [0.1] «Rx R" assolutamente continua tale 

che (A = 1) 
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(-b,» sd: L(t,2,2), 2) € a H (t,2,p) q.d. 

(p,€0)» p(0)) = B(0) € N (È; 2(0)) 

(-p (1), -p(1) = -p(1)e d g(2(1)) + N (T,; 21) 

Ne segue 

p(0) € N (G,; z(0)) 

-p(1) € ag (z(1)) + N (c,5 2(1)) 

pol) = 1 

d 70 + pol0) = 1 per Ostsi 

(-d, L(t,z,2); 2) 9 H(t,z,-1,p) q.d. 

A causa dell'omogeneità in p, dall'ultima formula si ottiene (cfr. [9], 

Theor 5.1) 

(-B, 2) € 3 ((2,p) + Hi(t,z,-1,p)) = 9 H (t,z,p) 

come si voleva. 

Consideriamo ora il "caso autonomo", ossia il caso di EeL 

indipendenti da t. Se H è di classe ci, si ha H(z(t), p(t) = costante co 

me conseguenza della condizione 

(-d, Z) (Sa) H(z,p), 
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In generale si ha il seguente 

Teorema 4. Supponiamo che siano soddisfatte le condizioni 

del Teorema 2 con E indipendente da t. Allora esistono XA {0,1} e 

p: [0,1] > R" assolutamente continua tali che 

(-d (t), 2(t)) Fa H (z(t), p(t)) q.d. 

«“ 

H(z(t), p(t))= < Z(t), p(t)> = costante 

p(0) e N (C,; 2(0)) 

-p(1) € Ag(z(1)) + N (C,; 2(1)) 

X + |p(t)|>0 per0Ostst 

Poniamo x = (x 2%) € Rx R' è fissiamo e € 10,1[. Clarke [10] ha ottenuto 

il Teorema 4 dal Teorema 2 mediante il seguente 

Lemma. Se z è soluzione locale del problema (14), con E indi- 

pendente da t, Allora z = (0,2) è soluzione locale del problema 

min{g(x(1))| RSRe2) < e, % {t]) € (1+ko (t)) E (x(t)), x (0) = 0, 

x(0) € Co x(1) EC,, x 01) = 0} 
f 

Per provare il Lemma poniamo 

6 

f(t) [ [1+ x _(s)] ds 0 o 
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Allora si ha 

22 £(1)-f(81) 0 <1-e:s Sg IA —_ s1+#e perDst'<t"s 

f(0) = 0, f(1)=1 

su e quindi f: !0,1] 11 > 0,1] è strettamente crescente e lipschit- 
i sala =1 ziana. Dunque si può eseguire il cambiamento di variabile t = f (s) nel 

l'inclusione 

x (t) e[1+ ko (01 E (x(t) 

e si ottiene, se y(s) = x (5), 

Y(s) € E (y(s)), y(0) =x(0), y(1) = x(1) 

e quindi g(x(1)) = g(y(1)) = g(z(1)). 

Ora applichiamo il Teorema 2 al problema considerato nel Lem 
ma, la cui liamiltoniana è 

H (x Xp 3P) = H(x,p) + e Ipo + H06P)]» 

se H è l'Hamiltoniana del problema (14). Otteniamo così X e {0,1} e p: 
: [0,1] +Rx R" assolutamente continua tali che 

me =A 2 (= Pri (> d» 0, 2) € a H(0,2, po? P) 

(p_ (0). p(0)) e N (Cc; 2(0)) 

(-p(1), -p(1)) E X.3 G(Z(1)) + N (î,52(1)) 
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Ip (0) + Ip(t)] +4> 0 per 0stsi 

essendo 

C = 0x0 c,= 0} xC, 

g(z, 02) = 9(2) 

Ne segue 

p,=0 

(-d, 0, 2) cd [H(z,p) + elPo + H(z,p)]l] 

p(0) EN (Cc; 200) 

-p(1) e X 9 g(z(1) + N (C,; 2(1)) 

Dunque si ha 

poet) = costante 

(-p,z) € 9 H(z,p) +e KB 

con K costante indipendente da e e B = sfera unità in pe, 

Si ha anche dalla convessità rispetto a (p_?P) 

0,2) € 9 [H(z,p) + +H(z,p)]l] (0,8) Ca, p LHl2,0) + ela Hp) 

e quindi 



<(0,z), (po?) > = H(z,p) + elp,tt(2:p)| = H(z,p) 

D'altra parte si ha-anche, poiché 2 € E(z), 

<Z,p> s H(z,p) 

e quindi si ottiene 

H(z,p) 

e di qui segue 

H(z,p) -p_ = costante 
Co) 

Si ha poi 

0 < pol + Ip(t)] + Ipo! + max |p(t)|+X=m 

<Z,p> = H(z,p) + elp, + H(2:p)| 

MIISI5. 

e quindi, sostituendo p(t) con È P(t), possiamo supporre che siano veri 
fiche le condizioni 

Po costante = -H(z,p) = - <Z,pd, leo! s1 

Ip(t)] IA sù 

(-b,Z) € 3 H(z,p) +e KB 

|b(t)| < costante 

p(0) € N (c,;2(0)) 
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- p(i1)c ud g(z(1)) + N (C,32(1)), O0<susti 

lo + PCI += 

Ora possiamo prendere una successione 0 < e, + 0 e applicare il Teorema 
k 

D (a (py»2))-Questo permette di "passare al limite per e + 0" nelle re- 

lazioni precedenti e "porre e = 0" nelle medesime. Dall'ultima e dalla 

prima segue 

Ip(t)|+u>0 per0sts1 

Se u > 0, si può sostituire p con - peu con 1. 

Abbiamo anche la seguente "versione autonoma" del Teorema 3 

Teorema 5. Supponiamo che siano soddisfatte le condizioni del 

Teorema 3 con E e L indipendenti da t. Allora esiste p: [0,1] + R" asso- 

. lutamente continua tale che 

(-b,z) cd H(z,p) p.d. 

p(0) E N (c32(0)) 

-p(1) € 9 g(z(1)) + N(C,52(1)) 

<p,2> - L(z,p) = H(z,p) = costante 

Per la dimostrazione si procede come per il Teorema 3, applicando i] Teo 

rema 4 invece del Teorema 2 e osservando che l'ipotesi di "calma" del pro 

blema permette di avere A = 1, poiché si può supporre che sia C, =R, 

con un'altra 9g. 
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Gli ultimi due teoremi sono contenuti in [10], dove viene 

trattato anche il caso di E e L che sono lipschitziane rispetto a (t,x). 

Con tecniche analoghe, Clarke [1] ha esteso il "principio 

di massimo" di Pontryagin, con estremi fissi e senza vincoli di stato. 

Aubin e Clarke [11] e Vinter e Pappas [12] hanno trattato anche certi ti 

pi di vincoli di stato. 

Terminiamo con alcuni esempi. 

Esempio 1. Consideriamo il problema (cfr. [13]) 

1 
min{bx(1) :f Ix(t)]dt la(x(t)) sk (t)s B (x(t), x(0) = co) 

0 

con a,B: R+ R di classe cl easf 

Se poniamo 

° È 

y(t) [xa 
0 : 

otteniamo il problema equivalente 

mintb x (1) + y(1)|(x,g) E E (x,y), x(0) = ; y(0) = 0} 

con 

E(x,y) = {(u,|x])| a (x) susg (x)} = [alx), B(x)] x {[x]} 

La sua funzione Hamiltoniana è data da 

H(x,y,p,Q) = max {pu+q|x| (x) su < B (x)} = 

= q |x| + max{p a (x), p_B (x)} 
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LV (=) qlx| +p8 (x) sep 

IA (©) q[x| + poa (x) se p 

Per il gradiente generalizzato di H si ha 

x 

uu Mai 
9 H(x,y,Pò 7 Y3P39) = : 

la gg] + Pad, 0, a (x), |x|) sex #0, p<0 

‘+ p B'(x), 0, B (x), |x|) se x#0, p>o 

e si ha anche 

IA DD N x _ el " (‘4 D x N [>] Lei H (x,y30,9) = {(q I » v)]a(x) sv 

so = {q DA} x[o(x), B (x)] > 

{(qu+p8'(0),8(0))||u| < 1} sep >0 

3. _H(0,y,p.q) di x,P 9 sPo Si 

{(qu+pa'(0),a(0))||u] < 1}  sep<d 

dx ,p H(0,y,0,q) =l-]q|, |q]l Xx [a(0), B (0)] 

Ora possiamo applicare il Teorema 4 e ottenere due funzioni p e qasso- 

lutamente continue e un numero X € {0,1} tali che, se il minimo è assunto 

in x,y 

(p(0), g(0))E Rx R 

- (p(1), qg(1))e X{(b,1)} + {(0,0)} 



Ip(t)| + [a(t)] +X> 0 per ogni t 

(-d, -d; k, Y) € 9 H (x,y,p;9) 

px + qy = H (x,y,p,9,) = costante 

In primo luogo si ha X1# 0 e quindi X1=1, 

p(1) = -b , g(1) = 1 

Si ha poi 

(-d, y) = (0,|x]) 

4. we 
(-d, &) ep H (x,y,p,9) 

e quindi 

q(t) = -1 per 0st<s1 

t 

y(t) -| Ix(s)| ds,0<Sts<1 
0 

e inoltre 

(- (I + p_B'(x), B (x)) sep> 0, x#0 

(-6,%) -< 

(- ET +poa'(x), a (x)) sep <0,x#0 

XII-39, 



' 
tei 

I nea + no) D _- x _ 

-lx| + max {p a(x), p 

con C = costante 

Nel caso in cui sia 

a (x) 3-1 , 8(x) 

le traiettorie sono rappresentate 

-d = -14p B'(x) 

Xx = B (x) 

-d = -14p a'(x) 

x =a (x) 

B(x)} = C 

dalla figura 

XII-40.0 
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Osserviamo che, 

se x (to) =D = plto)» 

allora si ha 

e la coppia 

(x(t), p(t) = (0,0) 

fornisce una soluzione delle equazioni di Hamilton. Se invece x(t) >0 = 

= p(t)» allora si ha 

p(t) = [KI 1 

Esempio 2. Il problema in R3 

minfx, (1)] x € E (x), x(0) = 0, x,(1) = 0} 
3 

con 

E(x) = D - |u], u, x) Ju] < 1} 

non è "calmo" per t = 1. Si ha infatti 

ka |u] 
1 2 

kE E(x)* (% = U 
È 

P 2 
KR 
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7 
REORETORI x > x =0=u=k 

e quindi x (1) =0 = minimo. Si ha poi 

2 1 2 
2° 1, -1, Xp) + 7 (%o = 1; 1,3%) = 

2 
SA DL Xp) 

e quindi una soluzione per % € <E(x)> è data da 

(1) = 0 si ottiene 

__ ct —_ Il (—) I x(t) per 0sts1 

x, (t)=-t per 0<sts1 

e quindi x,(1) = -1. Questo esclude che il "problema rilassato" abbia an 
1 

cora minimo = 0 e quindi, per il Teorema A, il problema non può essere 

calmo. 
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